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Functions of limited accumulation
Measures on the real line may be decomposed into a regu.lar, singular and
âtomic part. The objective of the present thesis is to provide analogous decom-
positions for a class of nonstândard, discxete functions defined on an infiuitesimal
discretization of the real line.
We consider five types of decompositions. Firstly, we identify atomic, sin-
gular and regular contributions for the discrete integral of a function of limited
accumulation. Secondly respectively thirdly we identify internal aud exteruâl
subsets where the contributions are realized. The fourth decomPosition con-
cerns a decomposition of the function of limited accumulation itself, in atomic,
singular and regular functions, The final decomposition links a given decomposi-
tion of the íunction of limited accumulation with a decomposition of its discrete
primitivê into a kind of jumpfunction, a solt of discrete Cântor-function ând â
sort of disoete absolutely continuou§ function.
S
al
Medidas na recta reâl podem sêr decompostas numa Perte regular, singular e
atómica. O objectivo da presente têse é obter uma decomposição análoga de
uma classe de {rrnções disoetas não stândard definidas sobre uma discretização
infinitesimâl da rcctà real.
Consideramos cinco tipos de decomposições. Em primeiro lugar, identifi-
camos contribuiçôes atómicas, singulares e regulares pâra o valor do integral
discreto dumâ função de acumulaçáo limitada. Em segundo e em terceiro [u-
gar, identificamos subconjuntos internos e externos onde as contribuições são
efectuadas. A quarta decomposição reprêsenta a próPria função de acumulaçao
limitâda como soma de umâ função atómica, singular e regular. À última asso-
cia uma decomposiçáo dada de uma função de acumulação limitada com uma
decomposição da sua primitiva discreta, numà função com sêltos, uuma e§Pécie
de Írmção de Cantor dissetâ e uma esPécie de funçao discreta absolutamente
contínuâ.
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Introduçao
Este trabalho integra-se na Análise náostandard e tem por objectivo principal
a demonstraçâo de um teorema que afirma que uma filnçáo de acumulação lim-
itada pode ser decomposta na soma de três funções: uma funçáo $integrável,
uma funçáo $singular e uma funçáo atómica. Assim obtemos uma alterns-
tiva âo teorema clássico de decomposiçáo de medidas. O designado ?eoremo
do, decottuposição de Lebesgae [1] permite rcpresentãr uma funçáo de Yariação
limitêda como soma de duas funções: uma ab§olutâmente contíúua e outra sin_
gular. Este têorcma pode ser estendido utilizando a noção de medidâ, ou sejâ, o
teorema assim obtido decompõe uma função de wariaçáo limitada numa soma de
medidas: uma absolutamente contínua, uma coutinua singular e uma discreta'
O problema é que certas dessas medidas náo correspoudem a integrais de
funçoes, pois são distribuiçoes, e assim precisam de uma teoria avançârlâ A
abordagem náo standard alternàti!â que desenvolveremos aqui substitui inte
grais por somas finitâs, e assim fica deDtro da anâise discreta reâI. Neste con-
texto obtemos âté 5 tipos de decomposições: além da decomposiçao da própria
função discreta, uma decomposição da suâ primitiva discreta, uma decomposição
dos valores do seu integral discreto e duas decomposiçóes do seu suporte.
A noçáo de S-cozÍiaüidade ê uma propriedade de legularidade fundamental
de funções discretÀs e é expressa em termos dos infinite§imâis não standard'
A ligaçáo na direcçáo discreta-contínua faz-se âtravés da noção Iundamental
de sombnt de um número real e de uma funçao. A sombra de uma função de
classe So é de classe Co e assim existe uma analogia entre certas propúedades
de regularidade de funções discretas e as propriedades clássicas de funçoes de
classe Co.
A Ànálise não-standard foi inventada por Abraham Robinson (191&1974),
no contexto dà Lógica Matemática [8] Em 1960, Robinson conseguiu resoher
um problema de há mais de trezentos anos, dando um tratâmento rigoroso
ao cálculo baseado nos mimeros infinitesimais. Recupera â noção informal de
infinitésimo introduzida inicialmente nos séculos XVII e XVIII nos trabalhos de
Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (164y1727) e, com o âuxílio dos
métodos da Lógicâ Moderna, designada Teoria dos Modelos, cria os fundâmentos
da actual Anrílise uão.standard.
Chamou ao seu método Atuálise não-st@tudord, porque utiliza um modelo
nao clássico de anátise, no entânto o termo mais adequado é o de 
nAnálise com
Infinitesimais'. O seu método é ajustável, e tem sido e coutinua sendo, aplicado
to
xllt
gular e uma parte regular, também é possível decompor funçôe§ de acrmulação
ii-itrdr d"fioid* uum interrralo discreto.Consideramos cinco tipos de decom-
po§ções: Em primeiro lugar identificamos âs resPectivâs contribuições atómicas,
singulares e regulôres p a o valor do integral discreto duma função de acumu-
hçao [mit"da, a menos de valores infinitesimais. Em segundo lugar identifi-
carnos, a menos de conjuntos discretos de medida infinitesimal, subconjuntos
internos onde as contribuiçôes são efectuadas. Uma terceira decomposição lo-
caliza as contibüçoes de modo mais canónico, isto é, em conjrEtos externos
explÍcitos (classes de distribúção)' Em quarto lugar decompomos a própria
função de acumulaçao ümitada, numa função atómica, mrma frrnção singular e
numa fimção regular. A quinta associa uma decomposição da'da de uma função
de acumulação limitada com uma decomposição da sua primitiva discreta, mrma
função com saltos, numa função S-contínua, quase-sempre constante (uma es-
pécie de funçáo de Cantor discreta) e uma função absolutamente S-coDtímrâ'
Capítulo 1-
Números standard e não
standard
Este capítulo tem como púncipal objectivo recordar e introduzir algumas noções
e resultados preliminares da análise não-stânda.rd, tâis como: Regras de Leibnü,
a axiomática 1ST, medida de um conjunto finito e interrralo discreto Pressupo-
mos que ("R) designâ o corpo com a no\a extensâo do corPo ordenado dos reais'
Todos os teoremas viílidos em lR continuam a ser vílidos em *R,temos sómente
umâ linguagem mais ricâ .
1.1 Regras de Leibniz (,L)
Nesta extensâo (*lR) as regras de Leibnü (ZF,L) são uma consequência de (IS?)
para o novo predicado st, (ort parte standord que será enunciado mais à ftente).
Um conjunto X pode ser standa.rd (st X), e làse "X é standard" ou não
standard ( fst X). O nrímero 0 é standârd e por etrquânto atribuímos só â
alguns números naturais o predicado ünário st.
1. s, (0);
2. Vn € §t, s, (n) + st (Íà + 1);
3. Yr",rru e N, s, (n, rn) + sÍ (n + rn) ;
4. V,n,m€ N, sú (n,zn) >st(n'm);
5. Vn,rn € N, st(n,m) =+ st (n*) -
Uma outra consequência da f§? é a existência de números inteiro's náo
standard dentro do conjunto da mâtemática clássica N:
3or e N,l st(o).
1
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dos reais infinitesimàis, limitâdos, apreciáveis Positivos, infinitâmente grandes
positivos ,e também para tepresentar um elemento arbitrário de qualquer uma
dessas classes. Represeutam os chamados trcoujuntos externos" informais Os
Conjtntos inúerylos no sentido da Teoria dos ConjuntosBl ZFC descrevem um
'universo" de conjuntos que podem ser definidos com um único conceito primi-
tivo binário, o de pertence (e)..Os Conjuntos eaternos sfu clâsse§ contidas em
conjuntos deÊnidas em termos do novo predicado (st). Exemplos disso, são a-s N-
gdótias lJ4 ^ çyAo, com 
(.4,).6p umâ suces§áo interna crescente dê conjuntos
internos. N-/rolos fl,, * el.B., com (.B.).6p uma sucessão interDa. decrescente
de conjuntos internos. Os sÍmbolos 5t,4,É, leprcsentam halos e os símtrolos
.f,,@, galáxias. Outros halos são, os chamados halos iuat(c) de um nrimero real
qualquer o. Um Teorema da teoria de conjuntos não standard (Princlpio de
Fehrele [vdbnaa]) üz que nethum hdo é uma galácia.
Âs operaçôes âdtméticâs sobrc as ordens de grandeza @, J, @,e f, úo ap-
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1.4 Breve Introdução à Teoria dos Conjuntos In-
terna -(,IST)
Segundo Nelson,nOs axiomas da Teoria dos Conjuntos Interna-IST sao simples-
meute as prop edades básicas dos conjuntos internos numa aproximação usual
à análise não-standard".
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(s)
Vs'Á +'B Vta (xeBereAAÓ(r))
Dado Á standard, um conjunto standard B, tal que
V"t:t(r e B ++ r e A tt Q @))
é único, pois por Teorema de Eúensionalidade eÍtertuo, se B' é standârd é
também tâl que




"t {x e A: $(r)} .
e é chamado (conjunto) stondardizado da clcsse (externa, se ry' for externa)
@ e A: g(r)\.
A noçáo da sombra ou próximo-standard estabelece uma ligaçao fundamental
entre números standard e nãostandard. O Teorema que se seguê âfirma que
todo o mimero real limitado é próximo stândârd- - A demon§tração utilizâ umâ
propriedade essencial de JR. o Princípio do supremo: Todo o subconjunto não
lezio e majorado de lR tem supremo em lR.
Teorema 1.4.6 (Teorcna do parte standaril) Pora todo o númem recl litn-
itodo i er:iste um único nlixnero real starulard a tal que x::: a.
Dado r € R limitado, o único reâl standard ô tâl que,t = c chorna-se a
parte starulartl ot sombra de r, e denota-se 0r. Um número real que possú
ume sombra diz-se pÍfu,rtuo-stanilo,ril (ps) ou quase-standard (qs)
A demonstração utiliza uma propriedade essencial de R, o Pdncípio do
Supremo: todo o subconjunto não Lazio e majorado de R tem supremo em
R.
Demonstração. unicúladet Se r = a e r ry á, com aeb arnbos standard,
então a = ó, logo a : ó pelo Princípio de Carnot.
Eristência: Supomos r não-standard, (caso contrário, não há nada a demon-
strâr: se x é standard,oc: r) e começamos poa ob§ervar que, dado x limitado,
o conjunto standard
7ç-"t{yeR:glc}
é não lBzio e majorado. Com efeito, como o ê limitado, por definição existe
r € lR+ standard tal que -r I a,( r, logo -r € X, e por definiçáo de X,
Y'tY e X (Y ir)
. Tem-se por trar»ferência (?),
Vse X (y<r).
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8. "'{ o"l 0<,<1}:[0,1]
9. sup s' {sr(r)lo < Í < 1} : 1
10. Se ó é limitado, sups'{SÍ (r) l0 < r !b} :o b.
O princípio a seguir afirma que todo o conjunto infiúto contém inevitável-
mente todos os objectos staudard
Axioma 1.4.7 (Aaiono ile lilealizoçã.o) (I) Pora ryalryer afinnoção et-
terna B (a,g) .temos
(r)
vst Íí121y Y"tr e z B(t,y) ++fuY"tx B(x.y).
Este ar<ioma gera elerrrentos não-standard dentro de conjuntos infinitos que
podem ser standard. Por exemplo, o Axioma de Idealização aplicado à f&mula
B (o, y) definida por
Í€N^g€N^r<Y
mostra a existência de elementos de N, superior a todos elementos standêrd de
N, isto é, uúmeros inteiros, infinitamente grandes.
Os Princ{pios ile Per"manência tâl como o nome indicâ vêm como que pro_
longar (manter rrálidas) em certas condições, certa propriedade (relação ou até
funçáo) num domínio mais \râsto que o inicialmente suposto. O Princípio de
Cauchy afirma que nenhum conjunto externo é interno. Como consequência,
um coDjunto interDo que contém certo coniunto externo, contém este conjunto
externo estritâmente, logo é estritâBente maior. Assim, já temos uma forma de
rrpermanênciaÍ de propriedades que se prolongam para lá do conjunto interno'
Esta ideia é utilizada na demonstraçáo do segúnte Plincípio de Permânência,
introduz ida por Robinson.
Lema 1.4.8 (Lema de Robinson) §ejo (2")".n umo sucessão intetna de tcois'
Se un 10 pam todo n stondard, então edste a ili,7].it&do t@l We üí '! O I'dra
todo n < a.
Demonstração. l jFaçamos o, : màxpsn lüpl parâ ,1 € N. Consideremos
o conjunto interno
ff:{n€N:o,:0}.
Ele é um préhalo que contém a galáxia "N (conjunto externo de inteiros
standard). Contém portaúto estricta,mente, em virtude do Prindpio de Cauchy
se ele é interno ou o princípio de Fehrele se é externo. ou ,
Demonstração. 2 Façamos on -- maxo3nluel.Considelemos o conjunto
interno
f:{zu(N:no,(1}.
J.5. CONJUN"OS DTSCRE'IOS DE NÚMEROS REAIS
No caso geral, consideremos primeiramentê o conjunto stândard Y' : P (y)
e a relação R' deflnida por
R' (r., z) : x e X A z :st {y e Y : R(c,g)}
Obviamente
Ystx e X )t"t z e Yt R' (x. z)
isto é, R' é funcional , logo, pela primeirâ pârte demonstrada (com R' no
lugar de R), existe uma função standard C : X + yi tâl que
Vstx € X C,:st {y eY : R(x,y))
Por hipótese sobre 8, C, f 0 para todo o € "X Utilizando a relativização do
Axioma da Escolha (AC) (num conjunto parcialmente ordenado em que toda
a cadeia é majorada, existe pelo menos um elemento maximal) aos conjuntos
standard para escolher em cada tal C, um membro / (r) obtemos uma função
standald
! : X --+Y tal que Â (o, I (r)) pârâ todo o o standard de X
Isto implica o enunciado, I
1.5 discretos de números reais.
Procuraremos imitar certâs pârtes da análise das funçóes reais (e mesmo de cer_
tas distribuições) por uma análise quase-contÍnua de funções discretas. Primeiro
consideraremosrr infinitamente finas"partições contidas na rectâ real. Podemos
discretizar qualquer intervalo standard 1 : [4, ó] utilizando um conjunto Ênito
D C 1 que contém todos os elementos siandard de l.Seja D : {an, r1.. .x^}
com a::úo < rt <... l rn: b, de modo que entre ri eri+1 não há neÀ_
hum elemento standard de [0,1]. Tem-se r = rr +1 pêrâ i : 0, 1, ..., n - 1, ca§o
contráxio, como , < ri +1, existiria r stândard tâl que
oru < *r< r{o1-.1 !o c;.'1
fpor exemplo, , : (orn +o ,o+r) /2], o que é absurdo.
Deffnição 1.5.1 Seja I : la,b) um segmento de lR e ro, ,1) .oa elementos de
la,bl tais que
cL:10 < Í74... 10n: b
Dizemos que D : {ro, c1,...a^} e trno decomposiçáo ou parligáo de la'bl e
que esta pàrtigâo é infinitésimal loz inflnitamente fria) ou uma discretizaçáo
6o ;rr1""r7a1e I : [4, b]
Consideremos em particular a discretização infinitésimêl seguinte da recta
real .
Por conveniência, aqui estudaremos únicamente funçóes discretas sobre par-












Os conceitos de S-coutinuidade, §-diferenciabilidade e de §-integrabilidade são
no@es de regularidade de fimções, que Provêm da análise contÍuua, mas, Íamos
ver, que estes são aplicáveis tâmbém, à análise de funções discretas sobre quase-
inteI1êlos.
Definição 2.L.1 Seiatu á C lR urn coniunto e l: Á +lR umo função' A
ÍuLção f diz-se S-continua em A se
Y:r,s é A, :, =U -'+ f (") = Í (g)'
Definição 2.1.2 Seja A CR. unl conianto e f : A -R' una função' A lunção
f diz-se de classe S0 em A sse f é S-@nl:ínua e li,rtuítdda paro os elementos
lin'ritados de A.
A toda função Í : lR --+ R de classe So, podemos associar uma função
standard contínua "l : JR --+ lR, tàl que Í(r) - ("Í) (") para todo Í € lR
limitado. De facto, para todo standard Í € lR, o número'r(') é bem-definida'
A sua extenúo a lR inteiro, é eutâo obtidâ pelo PrincÍpio de Extensão F\'rncional'
A função "/ assim definida é de classe Coo,9 e infiútamente próximo a f (ver
t8l,t5l).
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Om, a Junçõo não é S-antínaa Wra t : 71fu, rye é ilimitado. Seja y :
llfu r õr. Então, segae do cálculo acirna we
Ífu)-f (,) : 2z,õa+õx2
: 2+6t2
v0.
Exemplo 2.2.4 Sejo€ X-R defi*i'da por €(x): (f aôo)É. Prooemos
Ete a fi.mção é de classe 51. A d,ernonstração processo-se em iluas etapas:
Mosh'omos em pri,rneiro lugar que $ - €@)- Em seryLid'a basta mostmr
qlte a Ítmçõ,o € é de classe So. De facto:
ó€(r) €(r + óo) - €(r)
àr 6t
-1- 
- (1 + d")E
6:t





Ser é túnitado, entõo €(a): (1+ô-")É =e" (fortna nõo-starulard. da formv,ta
de Euler)- Sendo e' liltuitddo, pelas regras de Leibniz, o uclor €(r) é tambén




€ (y) :: ee = e" = €(x) .
Então, a Íunção € é de classe So, logo é de classe St .
2.5 F\rnções discretas ,5- integráveis
Corside.remos uma funçao real /, definida sobre um intervalo [o, ó] .Se para todas
as discretizâções infinitesimais de [4, b] , a soma superior e a soma infenor sâo
inÊnitamente próximas, a função I é SRiemann-integrável, e se do ll 0 a soma
de Riemann I f (r)6x é rm S integral d.e f .
d<t<b
(1 + ôr)
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A Proposição 2.3.3 permite a aproximação de somas complicadas por inte-
grab simples e limitados.
Em seguida dão-se exemplos de uma tal aproximação:
Exemplo 2.3.4 Sabe'se que€(r), função de Euler é a rprírnitil)d discretan de
€(x), pelo e.ernplo anterior. Então
! e1,1at : e1l) - €(0) : e(r) -e(o).
o<,É1
Orz o€: oçp, e a funçõo ecponencial é umo funçõo contírnta. PeIa Prcposição
2.3.3 temos também qve:
I
! e1"10" ". ! e><p (r) ór =o<,51 o<zér
: e(1) e(0).
Exernplo 2.3.6 Sabemos qte pam g / O
I z,õr : 6x I x.
o(,Ív oa'íc
Sabend,o ainda qu,e rma progressão aribnética, terífica a igaaldade seginte:
.\_ M(N-r) _N2_Nz-"- 2 - 2 2'í:1
Intmduàrulo a $ubstilüição r: n.õr, e asanilo a iryaldode onteríor úetu Wra
! linritado que:
h\ x: ô-r » ntx: (612 ln
oí"5 c o<.Í# o<.í#
-' (ti,'I uz 







Para y li,mitado esta aprocinação obtérn-se tanbéfit da Proposição 2-3.3 ,





Consideraremos somas do tipo
Eç@)õ''
,éX
em que 9(r) é uma função de X em lR+ e ôo ry 0. Em seguida procuraremos
coudições para que estas somas seia.m limitadas em quase-intervalos [4.-ó].
Começaremos por definir as noções de função de acuúulação limitada, número
de acumulação or!, ponto de acumulação de g, dominío de acumulação de 9, e
função de acumulação infinitésimal num certo domíúo D, em simultâneo com
alguns exemplos.
Definição 3.L.L Seja la...bl um qrase-interualo. tJma função I : [c...ó] --+ R+
diz-se ser de acumulação limitadã seWlt todog,ze la...b) am g=z,U<z
E' ç@)õ": t'
e<§<z
Apresenta-se a segür um exemplo de uma firnção de âcumulação limitadâ'
Exemplo 3.1.2 S ejam os pontos o < c < b, a,b, c e X limitados e seja L" (t) :
[o ..ó] - R a Junção Dirac disoeta definido por:
^.(,):Í 
ü' " ,"[ 0, ,*".
t7
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Definição 9.1.5 Ílna função ç : [o...b] -* W+ diz-se de acumulaçào in-
frnitesimal num certo domínio D c la .b) se para todo o g,z € D tal q1e
» 'P(c)dc:o
eaa<2, r.D
Deffniçâo 3.L.6 Ihna função 9:la..b) -+R+ di,-se S-integrável num certo
dominio D se para tod,o o 11 Ç D
À(a)-o+Ir(,)ôr=0.
No exemplo seguinte apesentamos uma funçáo que apesâr de tomar I'alores
infinitamente grandes é funçáo de acumulaçáo infinitesimal e S-integrável:
Exemplo 3.1.7 Sejl,m q,c2 e la...b) tais que a 3 q 1cz I b, c1 f c2,
q = c2. Seia ç (c) : la .b) - R a função d.ef.nida por
ç(x):
t,
Vó= C: Cl oual::C2
c f c1, c2.
Seja D Clo,...bl. Então para todo 11 Ç D com À(r1) =0. uerifiquemos que
0 < \-," ír\,rÍ < -!.ô. - -:-.õr , ,/i5r - \/6r =0.- z:' - t/6x t/or
Então g é wna função ile acumulação infnitesimal e é S-integráoel.
Observe-se que as funções de Dirâc discretas não sáo de acumulaçáo inflni-
tesimal e que toda a funçáo S-integrável é de acumulaçáo in6nitesimal.
A noção de função de acumula,ção limitâda só é definida para funções pos-
itivas. A noção não pode ser estendida a funções que tomem simultâneamente
valores positivos e negâtivos. Consideremos o exemplo seguinte.
Exemplo 3.1.A Seja f : [0...f] - m a lunçõo defnida por
| {.se } pa.
J \'' - I -ô:r' se fi tmPar'
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Exemplo 3.1.10 - Seia g(x) : la...bl "+ R wno funçã,o de aatmulaçõo lhni-
tada. Veri,fiquetuos que a finção g definido por
e2Jõ;
GG
é atófitica. Para oerificannos que g é una funçõo d,e acumulaçõo limitadc sub-



















\- e21- J2"--t <{< -\ '
= - J frd\:1,
+= -r1
J"ào,:',
Resulta qte g é Junçõo d,e aanntlação limitada. Além disso, seja u limitado
de modo que u ' (6r)l - O. Ir'nt-o
»





Logo, O é um ponto de acrtnuloção d,e g. O xt número de acumulâção é
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de acumulação limitada, mas que o ploduto de duas funqões de acumulação
limitada não é necessariâmente uma função de acumulaçáo limitada. Também
a derivada discretâ de uma futrção de acumulação limitada nao é nece§sa êmente
uma firnção de acumulação limitada.
3-2-l Limite superior de uma fimção de acuÍnulâção ürni-
tada
Proposiçáo 3.2.1 Se a função f é de acvmulação limitoda, então é limitada
por f; para algnn oalor limitado c e [a...b].
Demonstração. Utilizàremos um método de demonstração por contradição.
Seja f uma funçáo de acumulação limitada e suponhamos que pa.a todo o vàlor
x e la...bl, Í (") >- t. Pelo PúncÍpio de Cauchy existê 7 = +oo tal que
Í (") > *. Então se a, b sao tais que a 1! r < ó, temos
L r@)t, . (#r)*
a<'<b
^l
que é um número ilimitado. Logo, a hipotese considerada é Falsa pois a funçao
é limitada e f (r)<t.
3.2.2 Soma de duas firnções de acumulação limitada
Proposição 3.2.2 A somo de duas lunções de acuma)ação linitada é unc
fmção de ocumulação limitada.
Demonstração. Sejarn / e 9 duas funções de acumulaçáo limitâdÀ e y, z €
X limitados, tais que y í z. Somando as duas fun$es / e I úria
» (Í(,)+e("))à-" : L Í@)a,+ L s@)t,s<'<2 
="rr;t 
u<'<z
3.2.3 Produto de duas funções de acumulação limitada
Proposição 3.2.? O prodlúo de duos finções de actmulação l nitada não é
necessffi,omente una funçõo de acumuloçõo lirnitad,a-
Vejamos um contra-exemplo. Consideremos duas funções de Dirac discretas
tal como definidas no exemplo 3.1.2 iguais a À6. Sejam g,z € X limitados tais
-.,]
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Note que olr € o[a,b] . Seja Fl e Io...bl com B.1 l: h tal qrc p ! 1e
t > (.Então
ç (a) ,,(,à, [4.,(,)r,)a 'le@)tu-on<a3e
{" ['I I e@)6al 0,toh, A3n, t>e<,<1
Entáo
| ç(t)6a {a6. (3.3)
,<a<a
Em segúda mostra-se que existe y..z = à, g ! z tal que
I e@)6rla6
v3"<,
Seja 7, € N standard. Existem B,'y € [4...b[ tais que em qo" 0 < ''1, p =h=1e
.D ç@\õa>a,,-!83.lt
Pelo Princípio da Extensão, eústem sucessôes internas (B.),." . (r,)*.n
tais que
» ç(t)ôx > a1, :Ê^<"<'t"
Pelo Princípio da Extensáo, existem sucessões internâs (É.).ex . (7*).€N que
se estendem às sucessões externas (B.),.n.,.. e (2.),el,,t*. Pelo Lema de
Robinson e o Princípio de Cauchy afirma-se que se existe r,/ € N, ilimitado tal
que ainda P, = à : 'yn pa;Ía n: v môntém-se
t ç (x) t)t > oo- )Zoo.9"í"3t"





pêra todo ?,< = rl coÍr rl < y e ( | z. t
Exempto 3.2.6 Sejar/0,r l6t;,r l-6a. Sejaç:X-R+ definida por
sup )t)
e (o) : r.1
ç (6") : 6o
ç (-6a) : 6r
9@) : o, sex I {-ór.o'ôz}'
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Então M" é limitado. Então
E;(D ç@)õx: » ç (t) õr,t<l<,1+lI d<i<b
DM,
n.Me
que é limitâdo. r
Como consequência obtemos que o conjrmto de pontos de acumulação de uma
funçao de acumulação limitada é er.ternamente enumerável (i.é., em bijecção
com o conjunto externo dos elementos standard de N)-
Teorenla 3.2.9 Seja ç : la...bl ""'+ R+ tma funçõo de ocumulação limitada-
Entõo o conjwúo dos pontos de acunalaçõo é pelo menos ettenlameníe env'
mer6oel.
Demonstraçáo- Sejam a,b limitados e seja 9 : [4...b] -+ R+ uma função
de acumulação limitada. Então ! 9 (c) áo é limitâdo pelo teoremâ ânterior.
d=r<b
Seja Õ (c) : ! 9 (r) ôo, entao iD (a) : 0 e Õ (c) é limitado parê todo :r €
"3c<"
[a...ó]- Suponhamos que lr é um ponto de acumulaçáo com o í lr I o. Neste
caso existem ainda pontos q-( t: h am rl 5 ( e O(C) - O ("f) e positivo e
apreciável, Pelo Princípio da trânsferênciâ, existe um número racional stândard
q7, com "!D (2) < So < "Q (r). Assim â câdâ ponto de acumulaçáo â de 9, isto
é a cada salto de O, pode-se associar um racional stôndârd qÀ. Ora o conjunto
er<terno dos racionâis standaxd é externâmente enumerável, entáo o conjunto
dos pontos de acumulaçao é no mriximo externâmente enumerável. I
3.2.6 Contribuição para o integral discreto
Consideraremos funções g de acumulação limitada definidas num intervalo dis-
creto [a...ó] .
Pelo Teorema 3.2-9, o domínio Il de g pode ser disposto mrma sequência.
Com o auxÍlio de II podemos identifica.r três tipos definidos de contribuição WÍa




Notação 3.2.10 Seja ç : lo...bl ""'+ R+ uma função de acumulação limitada.
Escreoeremos dornínio de ocurnulação de g na fonna
ir:(h.),ex,
onde hn é um ponto de acum ação de g para todo o standard n e N.
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Demonstração. Se IÍ - (À.). ç s é um domínio de acumulação finito.
Como é sta.ndard, também !,a* oi,. é standard e nada mâis há a demonstrar.
Se Ií é inÍnito podemos encontrar 11 na forma de uma sequência standard
(à,)^a". Seja m € N stândard. Pelo Lema 3.2.14 há m intenâlos inter-
ros Jl,Jz,..,J^, tais que I c hal(h), J2 c hal (h2), ... ,J^ c hal (h-) e
/\
D on^ = I | 5 pir1a, lí r. s"iur: I r(r)dr. Então » a/," <".Ín=o n=o \r€J" ,l rex n=o
pâra todo m 6 N standard. Pelo Axioma de liansferência ,"- qr" i oo.
í " I para todo m € N. Logo ! aà^ converge, porque a sucessáo das somas
n=O
parciais é uma sucessáo não decrescente. I
Teorema 3.2.16 Seja r : [4...4] -..* g+ uma tunção d,e acumulação lirnilad,a.
1. Então eriste ?rÍD ,/ € N e una sequêflcia interna (J")^a, d'e inter-oalos




(b) Para tod.o o n Q I\ stand.drd l, ç (r) 6a = a6-
(c) | e @)6r - A.
a€C
2. Atém d,isso se // € N e (J'.).<,, é uma sequêtucia interna tal que C' =
l) Ji corn as rnestnas propriidades, tem-se | ç(r.)õx=0.
Demonstração, l.Se Ií é stândard flnito, digâmos da formâ {â1,...,à-}
com standard m, pela Proposição 3.2.5 e pelo Lema 3.2.14 existem rn intervalos
internos disjuntos h,Jz,..,J^ Ç [o...b] tais que I c fi.al (lz1), J2 c hdl (h2),
... J^ C hal (h^), | ç(x)6a = oà. pârâ todo n com 1! n Sm,e
» D ç@)6t = Dan-:,4. Seja C: U j". gntao a medidan=0 1<n<tu
de C satisfaz
»
^/ \ ^e !..6r(r)rir: » I » e(r)ôr |: L "n^: An=o \rÉr. / n=t)
À(c) : À ("v- '")
0.J^À
2. Seja 1/ : (à.). e n inflnito. Pelo método da Parte ?? desta demon-
strêçáo obtemos uma sucessão exterm (J")., 
^ 
de intervalos disjuntos intelnos
de comprimento inúnitesimal tâis que pêra todo n standard J" c haL (h-) 
'
^/_ \ e| 9@)6x =oà- e pâra todo m stândard ! | | 9(r)ôrl= ! o7,- e,aer- n:o \r€J" / a=o
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1. Eciste vm conjunto M cla...bl, crnn À(M) - 0, tal que PIM é uno
funçõo de acumulaçõo infinitésimal e | ç(r)õo - S. Se M, tem




1. 2. Eciste wn cotuiun'to d c Ía...b1, com )' (o) .:! b - a, tdl que ç9 é S'
inte$,áoel e | ç (r) 6z; = R. Se o' tem as mesmas proprieddiles, entõo,<o
I ç(")d"=o'
,eoLat
3. Os conjtntos M e o podem ser esalhidos disjuntos e tois que Mílo :0
e M l-) o é conq,leiÉnt@r a qualqrer conjunto interno C c [a...bl tal qrle
.\(C)=0e
Lç@\6'=t
Demonstração. l.Em ürtude do Teorema 3.2.16, seja C C [o...b] um
conjunto interno tât que À (C) = 0 e ! "ec I 
(a) õx = A.
1. 2.Para cada n € N stândaÍd existe um conjunto interno M. c 14...ó]\C
tal que À (M*) = 0 e !".0a- ç (r) ô-" > S - *. Usando o Princípio da Ex-
tensão podemos estender â sequência interna (M.)n€N a uma sucqssáo ex-
terna (M*) s .6s.Aplicando o Lema de Robinson e o PrincÍpio de Cauchy
podemos supôr que êxiste ,/ .. oo tàl que ainda -\ (M") - 0, M" C [@.-.b] \C
e,1,.."ç(x)õr > §- ) Se M : Nv temos erttar> M C [a...b]\C, e
a função 9 é de acumulaçáo infinitésimal em M. Além disso, À(M) :0
e l,a. ç (r) 6a = S. Assumamos que M, tem as mesmâs propriedades.
E;rrtío 1,.y,1y,,9 (r) ôc : 0, pois que g ê de acumulação infinitésimal
wt M e 1,.r,,1* I (o) do = 0, pois que g é de acumulação infinitesimâl
em M'.Portanto ! .eM,^M,, I (x) õr ,:! 0
3.Seja a : [a...b] \ (C U M). EDtão d é um conjunto interno e À (o) = b-4.
Então lp é S-iutegrável em a pois ú s" r Ç Cl)M am À(?) - 0 há
hipótese de l9@)6x 10. A demonstraçao de que ! g@)tu=Rete\ .eo
de que f, ç(c)6t;=Osl..,,o' Ç [4...ó] tem as mesmas propriedades que
,€oLo'
a prova-se pelo mesmo método que foi utilizado na Parte 1 .
As propriedades em questáo seguem da construção do conjunto M e o.
Teorema 3.2.19 ?? Sejo 9 : [o...b] - R+ uma função de acumtiação limitada.
EntãgÍal discreto I pode ser escríto na lortna I = A+ S + R, onde A é a
Capítulo 4
Teoremas de decomposiçao
Medidas clíssicas podem ser decompostâs em partes atómicas, singulares e reg-
ulares. Proranemos que existe umâ decomposição análoga para funçóes de acu-
mulação limitada. A decomposiçao não é única mâs quase única no sentido de
uma propriedade de tipo .Ll nÃo standard: Os integrais discretos dos valores
absolutos das diferenças das funções relacionadas com as duas decomposiçôes
são quase iguais.
4-L Decornposições
4.1-l Decomposição do domÍnio
Decompomos o interralo de definição [4...ô] da função de acumulação limitada
de uma forma que corresponde à decomposição em valoles do teorema ??- A
decomposição do intervalo [a...ó] será feita de duas maneiras : uma em conjun-
tos internos outrê em conjuntos externos- Assim como primeiro adâPtámos â
decomposição [a...bl : QIJ l',Í l)r,ro sentido de obter uma decomposição natural
mais ügeira.
Teorema 4.1.1 ??Seja ç umo Junção de aatmulação limitada. Entõ,o la...bl:
C U M U o. onde C, M e o são di,ejuntos dois a dois, satisfazendo \(C) =
)(M) - 0 e ç toma só lalores ilimitados ern CUM, tais We E_ç @) õa = A,
! e(r)óo=S e L çb\tu- R.
reM rÉo
DeÍLotst vçõo. Pelo Teorema ?? eaistem coniuntos intenos C, M e o
qr,e são disjurúos d.ois a doís, satisÍozeido À(C) - À(M) = 0 e tois qúe
| 9@)6r-A, | ç(r)b- S els@)õa=R. Defina-se pamn el§
,eC ,ÉM aed
M^-lxeMlç(a)>n\.
9 (a) õr :: S para todo n standard. Pelo Lema de Rab'inson aisteDntão »
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ilo teorena ?? afinna que | 9@)6c = S.Definornos ç : 91" e para anda,ed
n € N Íaçdtnos úbl o Í,-ça, ú h'uncado em n e Pn ç o.sejo o suporte de
,!(õ.oí"àr" o" s,,e lt'é regular em o - Afirmamos qte 2; E@l ç16a= s paraieô
toilo ov = +cx.. Senã,o, sela v = +oo de tal modo q"" 2',b(r) çr1õ" $ S 'red
Então
» tb - {rlt'' @) õr > px(o - Pr) )0rÉo
Se \(o - P*) à O, l) ,1, @) - {,0"\ @)6r = +cr. oerifica-se uÍta con-,eo
tradicção pelo lacto de r! - rlr(u\ "., sirtgtlor em 
o - P,, consepenteneÍúe
também ú > ,lt - ,!rlu) ,"* contmdiçõo com o facto que tlt é assumid'o como
sendo regrlor.Isto prooa a afinnoção. Seia ê > O standord. Obtém'se coflL 4
ajud,a d,o
Páncípio de Caachy pte para clgurn starulard n Q N
| ,1,tD ç1I," D 1b(t ) @) õt
,Éc 
,;:,
o facto de P-Ç0, prooa o teorenú. a
Obserle-se que em geral pode nao o<istir um conjunto interno P Ç á tal que
| ç(r)õa - R.
4.1.2 Decomposição da função
Obtem-se uma decomposiçáo dâ próp â funçao I de acumulação limitada em
três fungões que corespondem à parte acumulada, à parte singular e à palte
regúar do seu integral discreto.
Teorema 4.1'3 Seja ç : la"'bl - lR+ urna função de acu'1111!14ção lúnitadd'
Então aistem fimçõe" ça, 9s, 9p: la...b) + R+ com supoÍtes disÍltntos ttis
que ça é atómica, çB é sií.gular,94é regalar e(P: çA+çs+'PR. O§ seas
úú egrci,s di s cret o s s ati sÍo,zem
| ç o@) õ* - A
'€ld àl
| 95@)õr ::t S
,814...ül
| ç*(t)õa = R.
'€[ô àl
ALém disso, se 9'a, v's, Ç'11 é utna qnlquer decornposição de ç com o§ 'nesrnas
propriedodes, então
D lç'o@) ça@)lõr = E lpi (") - çs@)lõa,€la-..b1 ,€la'..ót
= l) lç'"(") - e" (o)lôc e 0.
,eÍd...bl
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conjuntos internos, â menos de intertalos discretos de cumprimento inflnitesi-
mal (Proposição ??), e em conjuntos externos (4.1) e decomposição da própria
íunçáo como soma de umâ funçáo êtómicâ, singular e regular (Teorema 41.3)
Veremos mais adiante uma decomposiçáo do valor do integral discreto da funçáo
numa contribúção atómicâ, singul e regular (também a Proposiçáo ??), a
menos de vralores inflnitesimais.
Daremos em seguida alguns exemplos de funções de acumulação limitada e
de decomposições relacionadas'
Exemplo 4.1.4 Seja
d.efinida em (3.2) por






Aqui podemos Jazer C -0, M: ny6;n [0...r[ eQ: [0. 1[\M Então só
lg é nâo nulo. ConstiLeremas M como um qtase-interualo com pontos de igual
incrernento de d,istrincia t/ôx esejaM:l0...ll.Entãoparaestalunçãosingular
temos
as ",p'{o r» f(




6x lN c [0...11)
J 2ad.,t - 7
0
Portdnto S :7, sendo stand,ard,









P odemo s tomar C : 7, M -- 0 e o : [0...2]\ {7} e terno s
a- ç"(1) 6a I
,€{ 1}
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lo C [0...1[ intento, 911 é S - integtáoel em o
Enlão g escreae-se c.orno sorn@ de três funções gA, gs e gR, onde ga: L5"
cotu suporte C : {6r}, gs é igual a função f definido em (3.2) com suporte
u = {xr/íi1o<t 5ft,reru} egp(x):2a con svlmrle o: [0...1[\MUC.
Segwe'em consequêncio ila eaemplo antedor que a contribuição atórnica A e a
canttibtLição singa)ar S tlo inteEml discreto I de t! têm ambos o valôt 1- Afim
d,e deterninar a contribuição rcgrlar R obsememos que
À (o) : À(lo...lNc u M) : t 6c - J6a :t 7.
Erúão se o c l}...ll é interno e gR é S-integráoel em o,











Pelo Teorena 2.3.3, resulta que:
n: jz, a, : r.
o
SegueWeI=1+1+l-3.
4.1.3 Decomposição da primitiva discreta
Nesta rítima secçáo acrescentaremos um quârto tipo de decomposiçáo, agora
p^Ía 
^ 
prittuitira discreta §(x) = !".,., g(y)dr da funçào de acumulação üm-
itada. Começamos por enunciar alguãas definições. Pa,ra c e [a.. ó] definimos
a tunção diferença 6ç (r) : ç (r + õx) - I @) .
Deffnição 4.1.8 tlma função 9: [c...ó] --+ R+ diz-se absolutamente S-contínua
se ?ara toilo -^f C [4...á] com \N =O tetnos
! áe(o):0,
,€,ry
com 6e @) : ç(x + õr) e@).
o
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A seguinte proposição relâciona os pontos de âcumulação de uma função
atómica com os compdmentos do salto da sua primitiva discreta. Também
relaciona os req)ectivos valores dê acumulação com os compúmentos de salto, e
os respectivos iutetralos infinitesimais onde a acumulâção ocoEe efectilBrnente
com os intervalos infinitesimais onde o salto ocorre de facto- A propo§ição é
então semelhante ao Teorema 3.2.16.
Proposiçao 4.1.14 Sejo O: [a...ô] + p+ a pÍimitild discreta de úíLd Í1nçõo
atorvic@. Então edste v € N e ana sequêncio interna (Jn)-.. de intcntalos
di.sjuntos tais que, com Jn = [....f*] e C: U J*,
r. À(c)-0.
2. Para tod.o o n eN lerifrca-§e que O(k") - @Lià = ah-.
3, o(á) - Á.
Demonstração. Sómente â parte 3 precisa de ser demonstrada. Observe-se
porém que -
o(ó) : o(b) - iD(o) (4.2)
: » ç1,1u+f » ç@)6ít
,€l@...jo[ ^:o"eÍj---h^l
v-r i*t b
+» » e@)6a+ | v@)6a. (4.3)
n=o,€bn..Àzl ,elhv...bl
pelo Teorema 3.2.16 o conjunto C pode ser escolhido de modo que À (C) = 0
» » e@)õa-lan^-A (4'4)
n:o z€li^...À^[ h=o
Os três riltimos termos correspondem ao integrâl discreto de umâ funçào in-
finitesimal sobrc o conjunto [o...ó]\ C de medida limitada quase-igual a b - a
Portênto a contúbúção para I ê infinitesimal. Conclúmos entâo que tD(ô) = ,4.
t
Proposição 4.1.16 Sda 9 : lo bl 
- 
R+ ama lunção de acamulação limí
tadoeQ: fa...b] 
-lR+ 
seja a sua prímitiaa diso'eta. Então:
1. q é atóflLico con contribuição acannulaila A > 0 sse iD é urao função salto
comÓ(a):0 e ![(ó) .. á.
2. g é situgt l-ar con contríbuição singulor S >O sse§ é S-conttnua e Wose'
senpre cotustonte com § (o): 0 e iD(ó) e S.
3- g é rcgular cortu contribuição regtlor R > 0 sse lÚ é cbsohttarnente S'
contínto am§(a):0 e iD(á) =8.
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Então i[i(o) - Oa(a)
O'"(o) : Oa(r). r
» @'o@) - ço(ú)6,
a<!<r,!çCAC'
» lç'o(ú - ç o@)l õ,
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resular paro I. Entõo óa (á) - iD6 (o) - Á, Os (b) - rÓs (a) = S e Oa (ó) -
iDa (a) = Â. Se O;, Õs; O; é amc segtnda decornposição de Ó nwna função
salto §A', narna Íunçõo S-contímn, qlre é q'ase seÍnpre lonstante lb2, e numo
função ibsotutomeríe S-conrínaa ó1, entãi o'o (o) = o, (r), Õ! (rt- o; (r)
e O'* (o) - O6 (o) para todo r € la...bl.
Demonstração. Seja ça,çs,ça a decomposiçáo de ç = § dada pelo
Teorema 4.1.3. Sejam Õ3, lDs resPectivâmente iD6 a primitiva discreta de çe,
gs respectilramente g". Pela Proposiçâo 4.1.15 a função iD,q é uma função
salto, a função lDg é §-contínua e quase sempre constânte e a funçao iDn é
absolutamente $contínuo. Porque os suportes de i[a, iDg e OR são disjuntos,
setem iD: iDa*iDs*lDa. Ainda pela Proposiçao 4.1.15 tem-se iDa (b)-Oa (a) =
Á, tDs (ó) - tDs (a) e § e iDa (ó) - iDa (o) : 8. Seja O;, osi o; uma sesunda
decomposição de iD numa função salto OÁ-, numa função §-contínua e quase
sempre constênte Õ" e mrma função âbsolutamente ,9-eontínua O". Sejam C,
C', M, M', o e o' c>s conjuntos dados pela Proposição ??. Seja c é [a...ó].
Então pelo teorema 4.1.3
loi(o) - oa(r)l l) @'o@)-*o@»d"
o<c<.
a<c<r,rr€CAC'
L lç'e(ú - çe@)16"
yecAC'
0
De mesmo modo mostrâm-se O'r(o) - O5(c) e
grafia
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